Struktury danych

Grafy




Graf

e GrafG=(V,E)

— struktura danych, zbudowana z wierzchotkow (vertices € V) oraz
krawedzi (edges € E c V x V) = odno$nikow do innych weztow
grafu

— krawedzie mogg byc¢ skierowane (graf skierowany) lub
etykietowane wagami (graf etykietowany, z wagami)

e Implementacja (4)
— macierz sasiedztwa e'o
— macierz incydencji (73
— listy sgsiedztwa

e'oﬂ"o



Reprezentacja grafow

Graf (V, E)
* macierzy sasiedztwa, dla graféw gestych, tzn. |E| jest bliskie |V|?
* Listy sasiedztwa
e dla grafow rzadkich, tzn. |E| << |V[?
* tablica o rozmiarze |V| sktadajaca si¢ z list, po jednej dla kazdego wierzchotka
» ztozono$¢ pamieciowa = O(|V| + |E|)
» wyszukiwanie krawedzi: przegladanie list
* Macierze sasiedztwa
« dla graféw gestych, |[E| ~ [V[?
) {1 Je=(v;,V;)
P00 wpp
* zlozono$¢ pamieciowa = O(|V[?)
» wyszukiwanie krawedzi: O(1)
» Macierz incydencji

-1 jezeli krawedz | wychodzi z wezla i
b. =<1 jezeli krawedz | wchodzi do wezla i
Wpp
e ztozono$¢ pamieciowa = O(|V/| - |E|)
» wyszukiwanie krawedzi: O(1).




Reprezentacja grafow

® Reprezentacja grafow wazonych
— na liScie sgsiedztwa waga krawedzi (Vi , V; ) jest pamigtana
z wierzchotkiem v

— W macierzy sgsiedztwa m;; = w(v; , Vj)



Reprezentacja grafow. Przyklad

Graf nieskierowany

©
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Lista sgsiedztwa Macierz sgsiedztwa
grafu G grafu G

Macierz sgsiedztwa A grafu nieskierowanego jest symetryczna wzgledem gtowne;j
przekatnej: A= AT (AT — macierz transponowana)




Reprezentacja grafow. Przyklad

Graf skierowany
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Przeszukiwane wszerz grafow skierowanych i nieskierowanych

Przeszukiwanie wszerz

* Jeden z najprostszych algorytmow przeszukiwania grafu

* Dany jest graf G = (V, E) i jeden wyrdzniony wierzchotek s (zrodlo).

W przeszukiwaniu wszerz badane sg krawedzie G w celu odwiedzenia kazdego
wierzchotka osiggalnego z S. Obliczane sg tez odlegtosci (najmniejsza liczba
krawedzi) od s do wszystkich osiggalnych wierzchotkow.

» Wynik algorytmu — drzewo o korzeniu s, zawierajace wszystkie wierzchotki
osiggalne z s.

 Dla kazdego wierzchotka v osiggalnego z S sciezka w drzewie przeszukiwania
od s do v jest rowna najkrotszej Sciezce od s do v w grafie G.

Z.alozenia algorytmu

* W algorytmie wierzcholki sg kolorowane na biato, szaro lub czarno. Podczas
przeszukiwania kazdy nowo napotkany wierzchotek staje sie odwiedzony |
zmienia kolor na szary lub czarny.

Na poczatku wszystkie wierzchotki sg biate.

Jesli (u, v) eE 1 wierzchotek u jest czarny, to v jest albo szary albo czarny, tzn.
wszystkie wierzcholki sgsiadujgce z v sg juz odwiedzone.

Wierzchotki szare mogg mie¢ bialych sgsiadow.




Algorytm przeszukiwania wszerz grafow

» Dany jest graf G = (V, E)
reprezentowany przez listy
sasiedztwa. Dla kazdego wierzchotka
U €V dana jest lista sasiedztwa Ls[u].
» Kolor wierzchotka ueV jest
zapamigtany w zmiennej kolor[ul].
 Poprzednik wierzchotka ueV jest
zapamigtany w zmiennej poprz[ul].
Jesli u nie ma poprzednika, to
poprz[u] = -1.

* Odleglos¢ od zrodta s do
wierzchotka u jest obliczana w
zmiennej odl[ul].

» Szare wierzchotki sa
zapamietywane w kolejce Q typu
FIFO.

for (kazdy wierzcholek ueV[G]-{s}) {
kolor[u] = bialy;
odl[u] = -1;
poprz[u] = -1;
}
kolor|[s]
odl[s]= 0;
poprz([s]
Q = {s};
while(Q '= @) {
u = wez wierzchotek z kolejki Q;
for (kazdy wierzchotek veLs[u]) {
if (kolor[v]==bialy) {
kolor|[v]=szary;
odl[v] = odl[u] + 1;
poprz[v] = u;
dodaj do kolejki Q wierzchoilek v;
}
}

kolor[u] = czarny;
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Przeszukiwane wglab grafow

Przeszukiwanie wglab

Przy przeszukiwaniu wglab badane sa krawedzie ostatnio odwiedzonego
wierzchotka v, z ktorego jeszcze wychodza nie zbadane krawedzie. Gdy
wszystkie krawedzie opuszczajgce wierzchotek v sg zbadane, przeszukiwanie
wraca do wierzchotka, z ktorego v zostat odwiedzony.

Definiowany jest poprzednik wierzchotka ueV, ktéry jest zapamigtany w
zmiennej poprz[u]. Podgraf poprzednikow moze sktada¢ si¢ z kilku drzew
(przeszukiwanie moze by¢ wykonywane z wielu zrodet).

Podgraf poprzednikéw definiowany jest jako:

E ooz = {(POpPrz|[v], v): v eV ipoprz[v] # & }

Podgraf poprzednikow w przeszukiwaniu w giab jest lasem przeszukiwania
wglab, ztozonym z drzew przeszukiwania wglab. Krawedzie ze zbioru E
krawedzie drzewowe.

poprz

to




Z.alozenia algorytmu

* W algorytmie wierzchotki sg
kolorowane na bialo, szaro lub czarno.

» Kolor wierzchotka zmienia si¢ na szary,
gdy jest odwiedzany po raz pierwszy.

» Wierzchotek jest kolorowany na czarno,
gdy zostaje przetworzony, tzn. jesli lista
jego sasiedztwa zostaje caltkowicie
zbadana.

« Kazdemu wierzcholtkowi v przypisuje
si¢ dwie etykiety:

d[v] — numer kroku obliczen, w ktorym v
jest odwiedzany po raz pierwszy (gdy
wierzchotek kolorowany jest na szaro)
f[v] — numer kroku w przeszukiwaniu, w
ktorym konczy si¢ badanie listy
sgsiedztwa wierzcholtka v (gdy
wierzchotek kolorowany jest na czarno)
Wierzchotek v jest biaty do kroku d[Vv],
szary w krokach od d[v] do f[v], a potem
czarny.

Przesz_wglab (G) {
for (kazdy wierzchotek ueV[G]) {
kolor[u] = bialy;
poprz[u] = -1;
}
czas=0;
for (kazdy wierzchotek ueV[G]) {
if (kolor (u)==bialy)
Odwiedz (u) ;
}
}

Odwiedz (u) {
kolor[u] = szary;
d[u] = ++czas;
for (kazdy wierzchotek veLs[u]{
if (kolor[v]==bialy) {
poprz[v]=u;
Odwiedz (v) ;
}
}
kolor[u] = czarny;
f[u] = ++czas;




Sortowanie topologiczne

Sortowanie w giab zastosowane do sortowania topologicznego acyklicznych
grafow skierowanych.

Sortowanie topologiczne grafu G=(V, E) polega na uporzadkowaniu wszystkich
jego wierzchotkow w taki sposob, ze jesli w G istnieje krawedz (u, V), to w tym
porzadku U wystepuje przed wierzchotkiem v.

Zastosowanie - okreslenie kolejnosci wykonywania czynnosci.

Sortowanie topologiczne (G) {
lista L = J;
Przesz w_glab(G); //dla ustalenia czasédw przetworzenia f[v] dla wszystkich
//wierzcholkow v
wstaw kazdy wierzchoitek v na poczatek listy L, kiedy zostanie przetworzony;
return L;




Minimalne drzewa rozpinajace (MDR)



Drzewo rozpinajace grafu

e Dany jest spojny graf nieskierowany G=(V, E)

e 7 kazda krawedzig (U, V) zwigzana jest waga W(U,V)

Cel: znajdz acykliczny podzbior T < E, ktory taczy wszystkie wierzchotki 1
ktorego taczna waga
w(T)= > w(uyv)

(u,v)eT
jest najmniejsza
T — acykliczny 1 taczy wszystkie wierzchotki = jest drzewem i jest
nazywane drzewem rozpinajacym

Problem wyznaczania drzewa T — problem minimalnego drzewa
rozpinajacego



Drzewo rozpinajace - algorytmy

e Algorytmy
— Algorytm Kruskala
— Algorytm Prima

® Oparte na technice zachtannej budowy algorytmu

® Minimalne drzewo rozpinajace
— nie musi by¢ wyznaczone jednoznacznie
— moze istnie¢ wiele minimalnych drzew rozpinajgcych w grafie



Rozrastanie si¢ MDR

e Dany jest G=(V, E), funkcja wagowa w: E > R
e Algorytm tworzenia MDR (GenerujMDR)

— MDR rozrasta si¢ w wyniku dodawania pojedynczych krawedzi

— W trakcie algorytmy tworzony jest zbior A, ktory jest zawsze
podzbiorem pewnego MDR

— W kazdym kroku algorytmu dodawana jest krawedz (u, V)
nienaruszajaca niezmiennika, ze zbior A U {(u, v)} jest dalej
podzbiorem MDR. Krawedz (U, V) nazywamy krawedzig bezpieczng
dla zbioru A



Algorytm tworzenia MDR

Generuj-MDR(G, w)

1. A=U

2.  Dopoki A nie tworzy DR
Znajdz krawedz (U, v) bezpieczng dla A
A=Au{(uVv)}

3. Zwroc¢ zbior A



Uzywane pojecia

Definicje

e Przekrdj (S, V —S) grafu nieskierowanego G=(V, E) to podziat V na
zbiory S1V -S

e Krawedz (U, V) € E krzyzuje sie z przekrojem (S, V - S) wtw
UueSiveV-Slubodwrotnie

e Krawedz krzyzujaca si¢ z przekrojem jest krawedzia lekka, jesli jej
waga jest najmniejsza sposrod wszystkich krawedzi krzyzujacych si¢ z
tym przekrojem



Algorytm Kruskala

e Algorytm oparty na schemacie obliczania minimalnego drzewa
rozpinajacego

e W algorytmie do rozrastajacego si¢ lasu dodawana jest krawedz (u, v)
o najmniejszej wadze sposrod krawedzi faczacych rozne drzewa w
lesie. Niech A, i A, beda drzewami, ktore taczy krawedz (u, V).
Poniewaz (U, V) jest krawedzig lekka taczaca A, z innym drzewem, to
(U, v) jest krawedzig bezpieczng dla A,

e Algorytm Kruskala jest algorytmem zachtannym

— w kazdym kroku dodawana jest krawedz o najmniejszej wadze



Algorytm Kruskala

MDR-KRUSKAL (G,w)

1. A:=9J
2. Dla kazdego wierzchotka v € V[G]
3. Tworz-zbior(V)

4. Posortuj krawedzie zbioru E niemalejgco wzgledem wag
5. Dla kazdej krawedzi (u, v) € E, w kolejnosci niemalejacych wag
jesli Znajdz-zbior(u) # Znajdz-zbior(v) to /i spr.. chslfoztk;gys:vrizglfzgvvz
A=Au{(uVv)}

6
1.
8. POZQCZ(U, V) // Laczenie drzew
9



Algorytm Prima

Algorytm jest podobny do algorytmu Dijkstry dla problemu najkrotszych
sciezek w grafie
W algorytmie krawedzie ze zbioru A tworza zawsze pojedyncze drzewo
Na poczatku drzewo tworzy dowolnie wybrany wierzchotek, a potem
rosnie do chwili, w ktorej rozpina wszystkie wierzchotki z V
W kazdym kroku krawedz lekka taczaca wierzcholek z A z wierzchotkiem
Z V — A jest dodawana do drzewa.
Algorytm korzysta z:

— Kolejki priorytetowe) Q (decyduje o efektywnosci catego alg., np.

Implementacja jako kopiec binarny)

— Dla wierzchotka v kluczem klucz[v] wyznaczajacym pozycje v w Kolejce jest
minimalna waga sposrod wag krawedzi taczacych v z wierzchotkami drzewa.
Zat., ze klucz[Vv]=o0, jesli takiej krawedzi nie ma.

— Tablica ojciec[v] pamigta ojca v w budowanym drzewie



Algorytm Prima
MDR-PRIM(G,w)

1. Q := V]G]

2. Dla kazdego wierzchotka u € Q
3. Klucz[u] :=

4. klucz[r] =0

5. ojciec[r] := nil
6. Dopoki Q #

7. U := Wyciggnij-min(Q)

8. dla kazdego wierzchotka v € przylegly[u]

9. jesliv e Q 1w(u,v) <klucz[v] to  / wyznaczanic krawedzi lekkicj
10. ojciec[v] :=u

11. Klucz[v] :=w(u,v) A={(v ojciec(v): veV-{r}-Q}

A = {(v, ojciec(v)): v € V—{r} } —drzewo wyznaczane niejawnie






